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Übung L1

Lösung Extrema unter Nebenbedingungen - LAGRANGE

Diese Übung haben wir in der Vorlesung behandelt.
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Übung L2

Lösung Extrema unter Nebenbedingungen - LAGRANGE

a) Das Optimierungsproblem lautet:

max N(x1, x2) = x2
1 · x2

u.d.N. 9x1 + 16x2 = a ⇔ a − 9x1 − 16x2 = 0

NNB. x1, x2 ≥ 0

b) Die LAGRANGEfunktion ist die Zielfunktion plus das λ-fache der umgeformten
Nebenbedingung:

L(x1, x2, λ) = x2
1 · x2 + λ · (a − 9x1 − 16x2)

c) Zur Bestimmung sämtlicher kritischen Punkte benötigt man alle partiellen Ablei-
tungen der LAGRANGE-Funktion:

L(x1, x2, λ) = x2
1 · x2 + λ · (a − 9x1 − 16x2)

L′x1
(x1, x2, λ) = 2x1x2 − 9 λ

L′x2
(x1, x2, λ) = x2

1 − 16 λ
L′λ (x1, x2, λ) = a − 9x1 − 16x2
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Diese partiellen Ableitungen müssen nun gleich Null gesetzt werden:

L′x1
(x1, x2, λ) = 2x1x2 − 9 λ !

= 0 (I)

L′x2
(x1, x2, λ) = x2

1 − 16 λ !
= 0 (II)

L′λ (x1, x2, λ) = a − 9x1 − 16x2
!
= 0 (III)

2x1x2 − 9 λ = 0 (I)

x2
1 − 16 λ = 0 (II)

a − 9x1 − 16x2 = 0 (III)

Lösen wir nun (II) nach λ auf, so erhalten wir

x2
1 − 16 λ = 0 ⇔

16 λ = x2
1 ⇔

λ =
1
16

x2
1

Dieses setzen wir nun in (I) ein und erhalten

2x1x2−9 ·
1

16
x2

1 = 0 ⇔ 2x1x2−
9

16
x2

1 = 0 ⇔ x1
(
2x2−

9
16

x1
)
= 0

x1
(
2x2 −

9
16

x1
)
= 0

Hieraus ergibt sich folgende Fallunterscheidung:

Fall 1 : x1 = 0 ∨ Fall 2 : 2x2 −
9

16
x1 = 0

2x2 =
9

16
x1

x2 =
9
32

x1

Wir setzen jetzt beide Fälle nacheinander in (III) ein.

Fall 1 : Einsetzen von x1 = 0 in (III) liefert
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a − 9x1 − 16x2 = 0 ⇔ a − 16x2 = 0 ⇔ x2 =
1

16
a

Damit erhalten wir den ersten kritischen Punkt:

(x1, x2) =
(
0,

1
16

a
)

Fall 2 : Einsetzen von x2 =
9

32
x1 in (III) liefert

a − 9x1 − 16x2 = 0 ⇔ a = 9x1 + 16 ·
9
32

x1 ⇔

a = 9x1 +
9
2

x1 ⇔ a =
27
2

x1 ⇔ x1 =
2

27
a

Zusammengenommen ergibt sich

x2 =
9
32

x1 =
9

32
·

2
27

a =
1
32
·

2
3

a =
1
16
·

1
3

a =
1
48
· a

Damit erhalten wir den zweiten kritischen Punkt:

(x1, x2) =
( 2
27

a,
1

48
a
)
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Übung L3

Lösung Extrema unter Nebenbedingungen - LAGRANGE

a) Das Optimierungsproblem lautet:

max N(x1, x2) =
1
2

x1 · x2
2

u.d.N. 6x1 + 10x2 = 2250 ⇔ 2250 − 6x1 − 10x2 = 0

NNB. x1, x2 ≥ 0

b) Die LAGRANGEfunktion ist die Zielfunktion plus das λ-fache der umgeformten
Nebenbedingung:

L(x1, x2, λ) =
1
2

x1 · x2
2 + λ · (2250 − 6x1 − 10x2)
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c) Zur Bestimmung sämtlicher kritischen Punkte benötigt man alle partiellen Ablei-
tungen der LAGRANGE-Funktion:

L(x1, x2, λ) =
1
2

x1 · x2
2 + λ · (2250 − 6x1 − 10x2)

L′x1
(x1, x2, λ) =

1
2

x2
2 − 6 λ

L′x2
(x1, x2, λ) = x1 · x2 − 10 λ

L′λ (x1, x2, λ) = 2250 − 6x1 − 10x2

Diese partiellen Ableitungen müssen nun gleich Null gesetzt werden:

L′x1
(x1, x2, λ) =

1
2

x2
2 − 6 λ !

= 0 (I)

L′x2
(x1, x2, λ) = x1 · x2 − 10 λ !

= 0 (II)

L′λ (x1, x2, λ) = 2250 − 6x1 − 10x2
!
= 0 (III)

1
2

x2
2 − 6 λ = 0 (I)

x1 · x2 − 10 λ = 0 (II)
2250 − 6x1 − 10x2 = 0 (III)

Lösen wir nun (I) nach λ auf, so erhalten wir

1
2

x2
2 − 6 λ = 0 ⇔

1
2

x2
2 = 6 λ ⇔ λ =

1
12

x2
2

Dieses setzen wir nun in (II) ein und erhalten

x1x2 − 10 ·
1

12
x2

2 = 0 ⇔ x1x2 −
5
6

x2
2 = 0 ⇔ x2

(
x1 −

5
6

x2
)
= 0

x2
(
x1 −

5
6

x2
)
= 0

Hieraus ergibt sich folgende Fallunterscheidung:

Fall 1 : x2 = 0 ∨ Fall 2 : x1 −
5
6

x2 = 0

5
6

x2 = x1
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x2 =
6
5

x1

Wir setzen jetzt beide Fälle nacheinander in (III) ein.

Fall 1 : Einsetzen von x2 = 0 in (III) liefert

2250 − 6x1 − 10x2 = 0 ⇔ 2250 − 6x1 = 0 ⇔ x1 = 375

Damit erhalten wir den ersten kritischen Punkt:

(x1, x2) =
(
375, 0

)
Für den zugehörigen LAGRANGE-Multiplikator ergibt

sich wegen λ =
1

12
x2

2 : λ = 0

Fall 2 : Einsetzen von x2 =
6
5

x1 in (III) liefert

2250 − 6x1 − 10x2 = 0 ⇔ 2250 = 6x1 + 10 ·
6
5

x1 ⇔

2250 = 6x1 + 12x1 ⇔ 2250 = 18x1 ⇔ x1 = 125

Zusammengenommen ergibt sich

x2 =
6
5

x1 =
6
5
· 125 = 150

Damit erhalten wir den zweiten kritischen Punkt:

(x1, x2) =
(
125, 150

)
Für den zugehörigen LAGRANGE-Multiplikator ergibt

sich wegen λ =
1

12
x2

2 : λ =
1

12
1502 = 1875
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Übung L4

Lösung Extrema unter Nebenbedingungen - LAGRANGE

a) Das angegebene Mengenverhältnis lautet:

x1

x2
=

1
3

⇔ 3x1 = 1x2 ⇔ 3x1 − x2 = 0

b) Das Optimierungsproblem lautet:

max N(x1, x2) = 2500 −
1
75

x1 · x2

u.d.N. 2x1 + 3x2 = 2200 ⇔ 2200 − 2x1 − 3x2 = 0

3x1 − x2 = 0
NNB. x1, x2 ≥ 0
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c) Die LAGRANGEfunktion ist die Zielfunktion plus das λ-fache der umgeformten
Nebenbedingungen:

L(x1, x2, λ1, λ2) = 2500 −
1
75

x1 · x2 + λ1 · (2200 − 2x1 − 3x2) + λ2 · (3x1 − x2)

d) Bestimmung sämtlicher partiellen Ableitungen der LAGRANGE-Funktion:

L(x1, x2, λ1, λ2) = 2500 −
1

75
x1 · x2 + λ1 · (2200 − 2x1 − 3x2) + λ2 · (3x1 − x2)

L′x1
(x1, x2, λ1, λ2) = −

1
75

x2 − 2 λ1 + 3λ2

L′x2
(x1, x2, λ1, λ2) = −

1
75

x1 − 3 λ1 − 1λ2

L′λ1
(x1, x2, λ1, λ2) = 2200 − 2x1 − 3x2

L′λ2
(x1, x2, λ1, λ2) = 3x1 − x2

e) Zur Bestimmung der kritischen Punkte müssen nun diese partiellen Ableitungen
gleich Null gesetzt werden:

−
1

75
x2 − 2 λ1 + 3λ2 = 0 (I)

−
1

75
x1 − 3 λ1 − λ2 = 0 (II)

2200 − 2x1 − 3x2 = 0 (III)

3x1 − x2 = 0 (IV)

Lösen wir nun (IV) nach x2 auf, so erhalten wir

3x1 − x2 = 0 ⇔ x2 = 3x1

Dieses setzen wir nun in (III) ein und erhalten

2200 − 2x1 − 3x2 = 0 ⇔ 2200 − 2x1 − 3 · 3x1 = 0 ⇔

2200 − 11x1 = 0 ⇔ x1 = 200 ⇒ x2 = 3 · 200 = 600 ,

womit der kritische Punkt x∗ =
(
200
600

)
gefunden ist.
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f) Zum Bestimmung der LAGRANGE-Multiplikatoren setzen wir den

kritischen Punkt x∗ =
(
200
600

)
in (I) und (II) ein und erhalten:

(I) −
1

75
x2 − 2 λ1 + 3λ2 = 0 ⇔ −

1
75
· 600 − 2 λ1 + 3λ2 = 0

⇔ −8 − 2 λ1 + 3λ2 = 0

(II) −
1

75
x1 − 3 λ1 − λ2 = 0 ⇔ −

1
75
· 200 − 3 λ1 − λ2 = 0

⇔ −
8
3
− 3 λ1 − λ2 = 0

Wir haben also folgendes Gleichungssystem zu lösen:

− 2 λ1 + 3λ2 = 8

− 3 λ1 − λ2 =
8
3
⇔ −9 λ1 − 3λ2 = 8

− 2 λ1 + 3λ2 = 8 (Ia)
− 9 λ1 − 3λ2 = 8 (IIa)

(IIa) + (Ia) ergibt:

− 11 λ1 = 16 ⇔

λ1 = −
16
11

Dies eingesetzt in (Ia) liefert:

− 2 ·
(
−

16
11

)
+ 3λ2 = 8 ⇔

32
11
+ 3λ2 =

88
11

⇔ 3λ2 =
56
11

⇔ λ2 =
56
33
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