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Ubung L1

Einem Haushalt steht ein Budget von 1280 € zur Verfugung. Der Haushalt konsu-
miert die Glitermengen x; bzw. x; der Guiter 1 bzw. 2. Der Preis fir eine Mengenein-
heit des Gutes 1 betriigt 16 €; eine Mengeneinheit des Gutes 2 kostet 32 €. Der Nut-
zen, den der Haushalt aus dem Konsum zieht, wird durch die Funktion N = x; - x2
beschrieben. Bestimmen Sie die Mengen x,, x,, deren Konsum die angegebene Nut-
zenfunktion maximiert, wenn das Budget vollstindig ausgegeben wird. Gehen Sie
dabei wie folgt vor:

a) Formulieren Sie das Optimierungsproblem.
b) Stellen Sie die zugehorige Lagrangefunktion auf.

¢) Bestimmen Sie simtliche kritischen Punkte.

Losung Extrema unter Nebenbedingungen - LAGRANGE

Diese Ubung haben wir in der Vorlesung behandel.



Ubung L2

Das Budget eines Haushaltes betriigt a € mit a > 0 .Von dem Haushalt werden die
Gutermengen x; bzw. x2 der Guter 1 bzw. 2 konsumiert. Eine Mengeneinheit des
Gutes 1 kostet 9 €; eine Mengeneinheit des Gutes 2 kostet 16 €. Der Konsumnutzen
des Haushaltes wird durch die Funktion N(xq,x;) = x7 - x, annihrend beschrieben.
Bestimmen Sie die Mengen x,, x;, deren Konsum die angegebene Nutzenfunktion
maximiert, wenn das Budget vollstindig ausgegeben wird. Gehen Sie dabei wie folgt

vor:

a) Formulieren Sie das Optimierungsproblem.

b) Stellen Sie die zugehtrige Lagrangefunktion auf. Verzichten Sie dabei auf die
Nichtnegativititsbedingung.

c¢) Bestimmen Sie siimtliche kritischen Punkte.
Losung Extrema unter Nebenbedingungen - LAGRANGE
a) Das Optimierungsproblem lautet:

max N(xi,x) = xf - X
u.d.N. 9x; + 16x; = a = a—9x; —16x, =0

NNB. x1,x 20

b) Die LAGRANGE(funktion ist die Zielfunktion plus das A-fache der umgeformten
Nebenbedingung:

L(x1,%,1) = x3-xp+ A (a—9x; — 16x,)

¢) Zur Bestimmung samtlicher kritischen Punkte benotigt man alle partiellen Ablei-
tungen der LAGRANGE-Funktion:

L(xi,x2,4) x% -xp+A-(a—9x; — 16xy)

L;] (xl, X2, /1) 2)61)(?2 — 9 A
L, (x1,x,2) = x1 —16 2
L'y (x1,x2, )

a—9x; — 16x,



Diese partiellen Ableitungen miissen nun gleich Null gesetzt werden:

L (x,x,0) = 2x5,-91 = 0 )
L, (x,0,0) = £ -162 20 1))
Ly (x1,x2,d) = a—9x, — 163 = 0 (I11)
2x1x—94 = 0]
¥-161 =0 (I
a-9x;—16x, =0 1)

Losen wir nun (II) nach A auf, so erhalten wir

¥-161 =0 &
164 = x; &
1
A = 1—6)C$

Dieses setzen wir nun in (I) ein und erhalten

1 9 9
2x1xz—9-1—6x% =0 o 2x1xz—1—6x% =0 & X1(2X2—1—6X1) =0

9
x1(2x — 1—6x1) =0

Hieraus ergibt sich folgende Fallunterscheidung:

Falll : |x; =0 \Y Fa112:2x2—%x1=0

ZXQ = —X

16

9
Xy = 3—2)61

Wir setzen jetzt beide Fille nacheinander in (III) ein.

Fall 1 : Einsetzen von in (IIT) liefert



a-9x—-16x, =0 © a-16x,=0 o xz—Ea
Damit erhalten wir den ersten kritischen Punkt:
1
(x1,x2) = (0, E“)
. 9 . .
Fall 2 : Einsetzen von | x; = e x1 |in (III) liefert
9
a-9x1-16x, = 0 & a=9x1+16-§x1 &
= 9x + 2 S - S _ 2
a = JXq 2x1 a = 2)C1 X1 = 27(1
Zusammengenommen ergibt sich
9 9 2 1 2 1 1
= — = — . — = — .« — = — - -—-q = — -
IR TR 7T 32397 163 48 ¢

Damit erhalten wir den zweiten Kritischen Punkt:

(x1,x0) = (i a, L a)




Ubung L3

Sie haben sich um einen Platz in einer Dreier-WG beworben. Die beiden anderen
Mitbewohner sind ein Student der Mathematik und ein Student der Wirtschaftsinfor-
matik. Als Aufnahmepriifung stellen Ihnen die beiden folgende Aufgabe:

Das Budget fiir die nichste Studentendorfparty betrigt 2250 €. Hiervon sollen Cra-
cker (Gut mit der Variablen z4) und Bier (Gut mit der Variablen z,) eingekauft wer-
den. Eine Karton Cracker kostet 6 €; eine Kiste Bier kostet 10 €. Der Konsumnutzen
fidr die Party wird laut der beiden Studenten durch der Funktion N (zy, 79) = 3zz3
annéhrend beschrieben.

Bestimmen Sie die Mengen x1, r9, deren Konsum die angegebene Nutzenfunktion
maximiert, wenn das Budget vollstéindig ausgegeben wird. Gehen Sie dabei wie folgt

vor:

a) Formulieren Sie das nicht-lineare Optimierungsproblem.

b) Stellen Sie die zugehdrige Lagrangefunktion auf. Verzichten Sie dabei auf die
Nichtnegativititsbedingung.

¢) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte und geben Sie jeweils den Lagrange-
Multiplikator an.

Losung Extrema unter Nebenbedingungen - LAGRANGE

a) Das Optimierungsproblem lautet:

1
max N(xy,x) = le -x%

u.d.N. 6x1 + 10x, = 2250 = 2250 = 6x; — 10x, =0
NNB. X, x>0

b) Die LAGRANGE(funktion ist die Zielfunktion plus das A-fache der umgeformten
Nebenbedingung:

1
L(xy,x,d) = §x1 . x% +A4-(2250 - 6x1 — 10x,)



¢) Zur Bestimmung samtlicher kritischen Punkte benétigt man alle partiellen Ablei-
tungen der LAGRANGE-Funktion:

1
L(x1, %2, 1) = %1 x5+ - (2250 - 6x; — 10x,)

) 1
L, (x1,x,2) Exg -62

L;Z(xl,xg,/l) X1 X2 — 104
L’/l (xl,)Cg,/D = 2250 - 6)(1 - 10)C2

Diese partiellen Ableitungen miissen nun gleich Null gesetzt werden:

1
L, (x1,%,0) = §x§—6/l 20 )
L (x1,%,0) = x1-%,-102 20 (D)
L, (x1,x2,d) = 2250 — 6x; — 10x, = 0 (IIT)
1,
Exz -61 =0 (I)
xl'xz—l()/l =0 (II)
2250 —6x; —10x; = 0 (IIT)
Losen wir nun (I) nach A auf, so erhalten wir
1 1 1
53%—6/1 =0 o Ex% =61 & A zﬁxg
Dieses setzen wir nun in (II) ein und erhalten
1
xlxz—lo-ﬁxg =0 & xlxz—gxg =0 & x2(x1 —6)62) =0

5
Xz(xl — 8)62) =0

Hieraus ergibt sich folgende Fallunterscheidung:

5
Fall | : v Fall 2 : xi = 2x2 =0

5
—Xp =X
g2 =M



X2 = —Xq

Wir setzen jetzt beide Fille nacheinander in (III) ein.

Fall 1 : Einsetzen von in (1) liefert
2250 —6x;—10x, = 0 & 2250-6x;, =0 &

Damit erhalten wir den ersten kritischen Punkt:

1,3 = (375, 0) |

Fiir den zugehorigen LAGRANGE-Multiplikator ergibt

. I,
sich wegen| 4 = 72| 1=0
. 6 . .
Fall 2 : Einsetzen von | x; = 3 x1 [in (IIT) liefert

6
2250 -6x; - 10x, = 0 & 2250 = 6x; +1O-§x1 =

2250 = 6x; +12x;, < 2250 = 18x, o

Zusammengenommen ergibt sich

6 6
Xp=gx = §~125= 150

Damit erhalten wir den zweiten kritischen Punkt:

‘(xl,x2)=(125, 150)\

Fiir den zugehorigen LAGRANGE-Multiplikator ergibt

1,

sich wegen| 1 = eIk

1
1=—150% = 1875
12




Ubung L4
Das Budget eines Haushaltes betriigt 2.200 €. Von dem Haushalt werden die Men-
gen x; bzw. x5 der Giiter 1 bzw. 2 konsumiert. Eine Mengeneinheit des Gutes 1
kostet 2 €; eine Mengeneinheit des Gutes 2 kostet 3 €. Zudem sind die beiden Giiter
voneinander abhiingig, sodass sie nur in einem festen Mengenverhiltnis von z—; = %
konsumiert werden kéinnen. Der Konsumnutzen des Haushaltes wird durch die Funk-
tion

. 1
N (:r]_,xg) = 2.500 — ﬁ

annihrend beschrieben. Bestimmen Sie die Mengen xy, x9, deren Konsum die ange-
gebene Nutzenfunktion maximiert, wenn das Budget vollstindig ausgegeben und das
Mengenverhiltnis beriicksichtigt wird. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

STy - To

a) Uberfithren Sie zunéichst das angegebene Verhiltnis der Giiter 1 und 2 in eine
lineare Nebenbedingung.

b) Formulieren Sie nun das vollstdndige nicht-lineare Optimierungsproblem.

c) Stellen Sie die zugehorige Lagrangefunktion L(xy, xa, A1, Aa) auf. Verzichten
Sie in dieser Teilaufgaben auf die Nichtnegativititsbedingung.

d) Geben Sie alle ersten partiellen Ableitungen der Lagrangefunktion L(z, 9, A1, Ag)
an.

e) Zeigen Sie einen Rechenweg auf, der zum Auffinden des kritischen Punktes

x* = égg der Lagrangefunktion L(z;, z9, A1, Ae) erforderlich ist.

f) Berechnen Sie die zum kritischen Punkt x* zugehtrigen Lagrange-Multiplikatoren
}q und /\Q.

Losung Extrema unter Nebenbedingungen - LAGRANGE

a) Das angegebene Mengenverhiltnis lautet:

X1

1
- = 3x1 = 1xo =3 3x1—x% =0
X2 3

b) Das Optimierungsproblem lautet:

1
max N(x1,x) = 2500 — %xl - X

u.d.N. 2x; 4+ 3x, = 2200 & 2200 - 2x; - 3x, =0

3X1 — X2 = 0
NNB. Xx1,x >0



¢) Die LAGRANGEfunktion ist die Zielfunktion plus das A-fache der umgeformten
Nebenbedingungen:

1
L(x1,x2,41,42) = 2500 — %xl -xp + A1 - (2200 — 2x1 — 3x2) + A2 - (Bx; — x2)

d) Bestimmung sdmtlicher partiellen Ableitungen der LAGRANGE-Funktion:

1
L(x1,x2,41,2) = 2500 — %xl cxp + A1 - (2200 — 2x1 = 3x2) + A2 - Bx; — x2)

’ 1
Ly (x1,x2, A1, 42) = —%xz—Z/ll +32,

1
L;z(xl’xb/llsAZ) = _%Xl -3 -12
L), (x1, %2, 41,42) = 2200 - 2x; =33,

Ly, (1,22, 21, 2) = 3x1 - x2

e) Zur Bestimmung der kritischen Punkte miissen nun diese partiellen Ableitungen
gleich Null gesetzt werden:

1
——XQ—2/I]+3/12 =

=0 I

7 (D

! 34, -4 =0 un
75X1 1 2 =

2200 —2x; —3x, = 0 {In

3)61 — X2 = 0 (IV)

Losen wir nun (IV) nach x, auf, so erhalten wir

Dieses setzen wir nun in (III) ein und erhalten

2200-2x1-3x, =0 & 2200-2x1-3-3x; =0 &

2200-11x; = 0 & [x =200] =|x =3-200=600],

200

womit der kritische Punkt x* = (600

) gefunden ist.



f) Zum Bestimmung der LAGRANGE-Multiplikatoren setzen wir den

kritischen Punkt x* = (égg) in (I) und (IT) ein und erhalten:

1
) —-—=x-22+320

1
0 . 600—2 1 +34, = 0
75 AT LR

& 8-24+31 =0

1
(II) —%xl—?)/l]—/lz

1
0 -——-200-324 -2 =0
< 73 1 2
8
(=4 —5—3/11—/1220

Wir haben also folgendes Gleichungssystem zu 16sen:

-2 +31 = 8

8
—3/11—/1225 =4 —9/11—3/1228
24 +3 = (la)
—9/11—3/12 = (IIa)

(I1a) + (1a) ergibt:

—-1124, =16 =

16
A= ——
11
Dies eingesetzt in (Ia) liefert:
16 32 88
—2. == = = = —
( 11)+3/12 8§ & T + 34 T
56
& 3/12 = H
b 56
>7 33

10



